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ABSTRACT

This paper presents a review of the different approaches to teaching the second-grade
equation for Secondary Education that are conjectured to be necessary to increase
the quality of learning with the rigour and treatment required, highlighting the
value of this topic itself and its applications. In addition, the results of an exploratory
descriptive study accomplished on the knowledge of the second-grade equation of
Secondary Education students are provided to finally draw the conclusion that their
knowledge was not consolidated, and changes are needed.
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RESUMEN

En este articulo se presenta una revision de los diferentes enfoques de ensefianza
de la ecuacion de segundo grado para Educaciéon Secundaria que se conjetura
serian necesarios con el fin de aumentar la calidad del aprendizaje con el rigor y
el tratamiento requerido, resaltando el valor de este tépico en si mismo y de sus
aplicaciones. Ademds, se aportan los resultados de un estudio descriptivo exploratorio
realizado sobre los conocimientos de la ecuacion de sequndo grado de alumnado de
Ensefianza Secundaria para finalmente extraer la conclusion de que su conocimiento
no quedo consolidado y se precisa hacer cambios.

Recibido: 27/ 04 / 2022
Aceptado: 29/ 06 / 2022



HUMAN Review, 2022, pp. 2 - 15

1. Introduccion

debate especialmente entre los docentes de matematicas. La ensefianza basada en competencias pretende

disminuir las diferencias entre lo que se aprende en la escuela y lo que se necesita en el mundo real (Trujillo
Segoviano, 2014). En lo que se refiere a las matematicas, no debe interpretarse con disminuir la calidad de su
aprendizaje con el rigor y el tratamiento que requiere su conocimiento. Por un lado, cabe resaltar el valor de
las matematicas en si mismas y por otro de sus aplicaciones, planteando diferentes actividades de ensenanza-
aprendizaje.

Los docentes se enfrentan al reto de la inclusién educativa, que no hay que confundir con una disminucién de
contenidos o de nivel de exigencia o con conformarse y pensar que no se puede hacer nada con ciertos estudiantes.
La escuela debe ser un lugar donde se estimule el talento matematico entendido como el dominio excepcional
de competencias desarrolladas sistematicamente (conocimientos y capacidades). En palabras de Hardy (1940)
“una de las primeras obligaciones de un profesor es exagerar un tanto la importancia de su asignatura” (p. 47).
Es aqui donde el profesorado, creyéndose muy bien la importancia de las matematicas, puede contribuir a
esa estimulacién empleando métodos de ensefianza adecuados y exponiendo los conceptos matematicos con
enfoques que permitan su interiorizacién y por ende un aprendizaje duradero.

Investigaciones psicoldgicas han puesto de relevancia otras cualidades cognitivas, aparte de la inteligencia,
que repercuten en el aprendizaje y la memoria. La curiosidad es una de esas cualidades que influye tanto en
la capacidad de comprension como el tiempo en que se retiene la informacion aprendida (von Stumm, Hell, y
Chamorro-Premuzic, 2011; Engel, 2011).

Susan Engel ha pasado la mayor parte de los ultimos veinte afios realizando estudios sobre el desarrollo de
la curiosidad y la invencidn, las ideas de los nifios y la reforma escolar. Sus investigaciones no han terminado e
insiste que es hora de aplicarlas en las aulas (Engel, 2015).

Otra cualidad es la mentalidad de crecimiento, concepto introducido por Dweck (2017) que se fundamenta en
la conviccion de que las aptitudes y el talento de las personas se pueden mejorar a través del esfuerzo, asi como
también, se puede modelar los intereses y el temperamento, es decir, “todo el mundo puede cambiar y crecer por
medio de la dedicacidon y la experiencia” (Dweck, 2017, p. 10).

Las matematicas, al abarcar conocimientos y habilidades biolégicamente secundarios y de tipo cultural, no
se aprenden de manera espontanea (Ruiz Martin, 2020). Por ello, el docente debera estar provisto de diferentes
herramientas de ensefianza de un mismo conocimiento dependiendo del objetivo que quiera conseguir y del
contexto.

Por su parte, la taxonomia de Bloom ordena las actividades mentales segtin su complejidad, siendo recordar
la de menor complejidad. Le siguen las acciones: comprender, aplicar, analizar, evaluar y crear. Los principios
de los sistemas educativos modernos tienen a resaltar que la ensefianza debe ser menos memoristica. Para
realizar acciones cognitivas de nivel superior se debe haber pasado por las de nivel inferior segin se expone en
Masapanta y Velazquez (2017), no pudiéndose eliminar acciones cognitivas de nivel inferior para llegar a las de
nivel superior. Cabe la posibilidad de que recordar y comprender pueda ser resultado la una de la otra o viceversa.

Todas estas ideas refuerzan el hecho de poner el foco de atencion en el proceso, de forma que el alumnado
disfrute del aprendizaje, aunque le resulte dificil, y se mantenga motivado para poder perseverar. Ademas,
vivimos en un mundo cambiante y la vida media del conocimiento es cada vez menor, por lo que los estudiantes
de hoy tienen que estar mejor preparados para poner al dia sus conocimientos. La comprension de lo que se esta
aprendiendo, estableciendo conexiones por parte de los estudiantes, ayudara a que tengan diferentes perspectivas
y estrategias, fundamentos que deben ser valorados a la hora de planificar su formacién académica.

Q. ctualmente el sistema educativo espafiol se encuentra inmerso en una transformacién que esta generando

2. Enfoques de la ecuacion de segundo grado

No cabe duda de la importancia de conocer la formula de la ecuacién de segundo grado, hasta tal punto que
en regiones donde se utiliza el aleman como lengua vehicular se la conoce como ‘férmula de la medianoche’,
en el sentido de que es algo que se aprende de memoria, de forma que, si alguien llama a tu puerta a horas
intempestivas, debes ser capaz de evocarla. No obstante, esta forma de resolucidn, aun siendo valida, no conecta
con los conocimientos previos que tiene el alumnado sobre el concepto de resolver una ecuacién ni con otros
conocimientos matematicos involucrados. Por lo tanto, solo se les dotaria de un algoritmo con un nivel de
comprension bajo que memorizan sin darle ningin sentido. Segin Ruiz Martin (2020) se aprende pensando,
es decir, incentivando “que el estudiante busque activamente significado al objeto de aprendizaje tratando de
relacionarlo con sus conocimientos previos, reflexionando sobre sus consecuencias respecto a lo que ya sabe, y,
en definitiva, pensando sobre ellas” (p. 55). Siguiendo esta linea, junto con las aportaciones de Socas (2011) sobre
la ensefianza del dlgebra en la Educacion Basica, en esta seccidn se recoge una revision de los diferentes enfoques
de la ecuacion de segundo grado que constituye una propuesta didactica porque se describe en el orden en el que
se impartiria, admitiendo todo tipo de organizacién en cuanto a los agrupamientos del alumnado. Esta propuesta
también se apoya en el aprendizaje por descubrimiento guiado en todo momento por el docente, que es mejor
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opcion que dejar al alumnado que experimente por su cuenta, disponiendo Unicamente de los recursos (Alfiere
etal,, 2011), de manera que el conocimiento adquirido se almacene en la memoria semantica y no solamente en
la episddica.

Asi pues, se proponen actividades secuenciadas encaminadas a la deteccion de modelos con determinadas
caracteristicas matematicas para fomentar las competencias asociadas del algebra, en las que los estudiantes
exploran, modelizan situaciones, hacen predicciones, discuten, argumentan y comprueban ideas, a la vez que
practican el calculo y en ocasiones, utilizan la tecnologia como mediador. En ellas, se tiene en consideracion el
analisis realizado por Socas (2011) para mejorar el desarrollo del curriculo respecto a los conocimientos del
algebra. Con todo lo anteriormente expuesto, se pretende garantizar la adquisicién de conceptos, competencias y
habilidades cognitivas por parte del alumnado, para conseguir un aprendizaje profundo y de calidad, realizando
con ello un esfuerzo productivo.

En todo lo que sigue se utiliza como referencia el sistema educativo espafiol donde la Educaciéon Secundaria
Obligatoria (ESO) comprende cuatro cursos académicos (de 12 a 16 afios).

2.1. Primer contacto con la ecuacion de segundo grado

La cuestion que se plantea es como introducir la ecuaciéon de segundo grado conectando con los conocimientos
previos que poseen sobre la resolucion de la ecuacion de primer grado en linea con las ideas de Ruiz Martin (2020)
para facilitar el que pueda ser recordada. Por ello, se propone al alumnado la resolucién de un problema donde,
en principio, la ecuacién resultante del planteamiento es de segundo grado, pero al realizar la simplificacién
resulta una simple ecuacion de primer grado. El curso apropiado para introducir la ecuaciéon de segundo grado
es segundo de ESO.

En la figura 1 se incluye un ejemplo de enunciado y la guia para su resoluciéon que constituye un organizador
de problemas con dos objetivos. El primero es forzar el camino de resoluciéon para que entiendan la tarea y
realicen todos los pasos de forma consecutiva y sin saltos, y el segundo, asegurar que escriben todas las ideas,
relaciondndolas y formalizandolas en el papel, conforme con las estrategias del pensamiento visual (en adelante
VTS) y del pensamiento visible. El pensamiento visual se refiere ala capacidad de transmitir o percibir las palabras
a través de imagenes, mientras que el pensamiento visible hace referencia a las representaciones graficas de las
ideas. Utilizar estrategias basadas en ambos tipos de pensamiento acelera el proceso de comprension (Giaquinto,
2007; Perkins, 2008). El organizador de problemas constituye en si una rutina de pensamiento.

Ahora es el momento de que el alumnado llegue a la conclusién de que hay diferentes tipos de ecuaciones de
segundo grado. Para ello, se plantean tres enunciados que correspondan a incompleta con el término en X con
coeficiente cero (Ecuacién 1), incompleta con el término independiente igual a cero (Ecuacion 2) y una completa
(Ecuacioén 3). Se pide que hagan la transcripcion al algebra siguiendo los pasos 1y 2 de la figura 1.

En el caso de la primera ecuacién, la mayoria de los estudiantes intentaran seguir las estrategias que conocen
de la ecuacidon de primer grado, es decir, despejar x? y aplicar raices en ambos lados de la igualdad. No es seguro
que todos aporten la solucién negativa. En la segunda ecuacién se ponen en marcha conocimientos sobre cudndo
un producto da como resultado el niimero cero, ademas de la propiedad distributiva. Para el tercer caso, no
encontraran respuesta con los conocimientos previos. De esta forma se genera una cuestion para ellos sin resolver.
Es, en definitiva, la forma en la que se trabaja en matematicas de alto nivel. Para seguir afianzando lo aprendido se
presentan mas enunciados de ecuaciones del tipo 1y 2.
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Figura 1. Conexién con la ecuacién de primer grado

Siaumentamos en 3 cm el lado de un cuadrado, obtenemos otro cuadrado con 51 cm?® mas de area.
;Cuanto mide el lado del primer cuadrado?.
PASO 1
Expresar en lenguaje algebraico el
enunciado. T {: A =(x+3)
x=medida del lado x+3 =medida del lado
PASO 2 Equilibrando ambos lados de la balanza
Planteamos la ecuacién.
=y ;
A, +51 () R Ay [ A.-51
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x2+ 51 = (x+3)? x* = (x+3)*- 51
PASO 3 x*+51=(x+3)’
Ajustar y Resolver la ecuacion. 224 51= 52+ 6 x+9
51=6x+9
42=6x
7=x
PASO 4 La medida del lado del cuadrado es de 7 cm
Dar la solucién.

Fuente: elaboracién propia.

A continuacion se tiene como objetivo analizar los resultados obtenidos utilizando la rutina de pensamiento
compara y contrasta. Con ello deducen que, si existen soluciones en la Ecuacién 1, ambas son opuestas y también
que en la Ecuacion 2 siempre una de las soluciones es cero y la otra se obtiene facilmente resolviendo una sencilla
ecuacion de primer grado.

También, se pone en conexién otro conocimiento previo relacionado con el uso y significado del signo igual,
cuyo simbolo = fue recogido por primera vez por Robert Recorde en su libro The Whetstone of Witte en 1557.
El caso del igual de la ecuacion de segundo grado hace referencia al enunciado de un problema que consiste en
hallar los valores de la variable que verifican la relacién determinada (Alsina, 2009).

Para dar luz a la cuestidon que ha quedado por resolver, se lanza la siguiente pregunta: ;Se podria utilizar alguna
de las dos estrategias anteriores? Es decir, ;se podria, mediante transformaciones, poner la incégnita dentro de
un cuadrado a un lado de la ecuacién y asi poder aplicar raices en ambos lados como hemos hecho en la Ecuacién
1?7 o tal vez, ;podriamos expresar la ecuaciéon como un producto igualado a cero, como hemos hecho en la de tipo
27 Con estas preguntas se genera debate entre el alumnado.

2.2. Método de la factorizacion con apoyo en simulaciones y relacion con las formulas de
Cardano-Viete

A las preguntas realizadas anteriormente, algunos estudiantes responderian que les resultaria mas facil intentar
la resolucidén por la via de la factorizacién, quiza por la activacion del conocimiento previo de la factorizacién de
ndmeros enteros como técnica.

En general, al preguntar sobre qué recuerdan de la factorizacién en primero de Educacién Secundaria
Obligatoria, es posible que observemos que han tenido una perspectiva incompleta del sentido numérico en la
etapa de Educacion Primaria, donde se suele potenciar el pensamiento operacional para la aritmética lo que
dificulta el progreso en la adquisicion de las formas de pensamiento algebraicos.

En consecuencia, se propone como primer objetivo presentar una actividad para que, mediante la utilizacién de
la herramienta tecnolégica de las simulaciones, los estudiantes generalicen los patrones numéricos y geométricos
y las propiedades que observan para cualquier nimero real desconocido x, es decir, una transicion de la aritmética
al dlgebra. Asimismo, podran entender el concepto de factorizaciéon y como simplificar una expresién o reescribirla
en términos de «bloques fundamentales», llamados factores.
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Para este proposito, se utiliza el proyecto de simulaciones llamado PhEt Interactive Simulations. Fue fundado
en 2002 por Carl Wieman, ganador del Premio Nobel de Fisica. En el apartado simulaciones matematicas,
Modelo de Areas: Algebra, la pagina presenta el concepto de area de un rectangulo que se descompone en dos
cuadrados y dos rectangulos de la misma area. Con la simulacidn se relaciona el area total del rectangulo con dos
expresiones distintas; por un lado, como producto de sus dimensiones y por otro, como suma de las areas de las
diferentes figuras que lo descomponen. Para agilizar el proceso de representacién PhEt Interactive Simulations
(2022) incluye multiples simulaciones. En particular, para el objetivo de la factorizacién se propone el uso de la
simulacidn de la figura 2.

Figura 2. Simulacién para comprender la factorizacion

x+2 [E0 2e v|
= 2 |

B Dimensiones

| (z-8)(»+2)

2 2y Bl Area total
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Producios parciales
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L

Fuente: PhEt Interactive Simulations, 2022.

Ademas, esta simulacién da pie a la creacidn de un tipo de juego en la linea de los Sudokus. Los estudiantes
pueden crear sus propios rectangulos y no es imprescindible el uso de recursos digitales. También para la
asimilacion y consolidacion de este concepto la plataforma proporciona un juego con diferentes niveles de
dificultad. Una vez que los estudiantes han trabajado con estos juegos han de saber formalizar estas ideas en el
papel y seguir con el proceso de resolucién de la ecuacidon de segundo grado como ya hacian en la Ecuacidn 2.

Otro objetivo del docente es guiar al alumnado para que a través de la observacion de patrones llegue a las
formulas de Cardano-Viete.

Por ultimo, se afiade una dificultad deseable (Borky, E. L. & Bjork, R. A,, 2014) como reto que nos servira
para introducir una técnica muy utilizada en diferentes ambitos del aprendizaje de las matematicas como es el
cambio de variable. Ahora, se propone resolver la ecuacion 6x"2+13x+6=0 y el docente debera preguntar qué
dificultades han encontrado con respecto a las anteriores. Muchos seguramente expresaran su frustracion ante
tantas posibilidades de combinacion a la hora de realizar la factorizaciéon mediante el método aprendido. Ante tal
necesidad, por parte de algunos estudiantes, se guiaria al alumnado con los siguientes pasos: Paso 1: multiplicar
por 6 a ambos lados de la igualdad; (6x)"2+13-6x+36=0; Paso 2: Cambio de variable 6x=y; y"2+13y+36=0.

Asi, se han librado de la dificultad que tenian al principio, factorizan la nueva ecuacion y deshacen el cambio
para finalizar el proceso. Con esta propuesta, se ha dotado al estudiante de autonomia para decidir qué estrategia
utilizar, segun su proceso de aprendizaje, su habilidad y su confianza. Es aconsejable trabajar primeramente con
ecuaciones que tengan solucion. Este método es adecuado para el segundo curso de ESO.

2.3. Método completando cuadrados con apoyo de simulaciones

Siguiendo con la idea del aprendizaje secuenciado segin su complejidad, cocimientos previos adquiridos y
maduracién cognitiva del estudiante, se puede introducir el enfoque de completar cuadrados para la resolucién
de la ecuacién de segundo grado, que seria la respuesta a la pregunta: ;Se podria, mediante transformaciones,
poner la incognita dentro de un cuadrado a un lado de la ecuacién y asi poder aplicar raices en ambos lados como
hemos hecho en la Ecuacion1? (planteada al final del epigrafe 2.1).

En este caso también se puede hacer uso de la tecnologia de las simulaciones de PhEt Interactive Simulations
(2022), para que el alumnado mediante la exploracion, la observacion de patrones, la discusién y argumentacion
con sus compafieros comprueben las ideas que llevan a las identidades notables.

Una vez conocidas e interpretadas en una direccidn, se propone mediante diferentes actividades, invertir el
proceso, es decir, que del trinomio cuadrado perfecto lleguen al cuadrado de una suma o de una diferencia.
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También, es importante hacer actividades donde se les dé un trinomio incompleto y ellos tengan que encontrar
el término constante necesario para obtener un trinomio cuadrado perfecto, x"2+12x+@tras en las que
identifiquen cuales de los trinomios dados son perfectos y cudles no y también algunas en las que deben agregar
términos que falten para que se cumpla la igualdad, , (x+4)"2=0+8x+0.

Cuando se comprueba que todo lo anteriormente mencionado esta asimilado por parte del alumnado,
mediante diferentes evidencias, procederemos a utilizar esta técnica como otra herramienta para la resolucién
de ecuaciones de segundo grado.

Se puede seguir una casuistica basada en la dificultad de completar el trinomio cuadrado perfecto, es decir,
considerando los casos siguientes:

Caso 1: a=1y b=par; Caso 2: a=1y b=impar;

Caso 3:a#1y b=par; Caso4: a=1y b=impar.

En todos los casos, una posible opcién para ayudar a los estudiantes a visualizar los pensamientos seria crear
una columna para describir las opciones realizadas. Ademas, es una evidencia que permite al docente verificar
que estan pensando en el objeto de aprendizaje.

En el caso 1, a=1 y b=par, con todo el trabajo previo realizado, los estudiantes resuelven la ecuacién de forma
auténoma (véase la figura 3).

Figura 3. Caso 1

x?-6x+8=0 X%-4x+4=0
-8 x?-6x = -8 —4 x2-4x = —4 x2-4x+21=0
—21 x*—4x = -21
9 x2-6x+9 = 1 4 x-4x+4 = 0
, 4 x%-4x+4 = 17
¢ (x-3)> =1 c (x-2)* =0
¢ (x-2)* = -17
v ot L ol | in| =2 =D -
va =2 = y—17
3 x =23+1 2 x = 2
A solucién
x=3+1=4 x=3—1=2 2= x—=2

Fuente: elaboracion propia.

En los casos 2y 3, a=1 y b=impar y a#1 y b=par, se debe guiar al alumnado mediante preguntas abiertas para
completar con éxito el trinomio cuadrado perfecto. En ambos casos, se aflade una tinica accién segtin la necesidad
(véase la figura 4).

Por ultimo, se llega al caso 4, a#1 y b=par, que llevara a deducir la férmula general. En este caso, hay que
afiadir de forma conjunta y consecutiva las dos acciones anteriormente trabajadas (véase la figura 5). Por ltimo,
sustituyendo los nimeros por letras se llega a la archiconocida formula.
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x2—-5x+6=0 3x2-10x+7=0
—6 x% 5y = =§ -7 Jx?-10x = -7
-4 (2x)2-2-5-(2x) = —24 -3 (3x)%2-2-5-(3x) = -21
25 | (2x)*-2-:5-(2x)+5% =1 75 (3x)2-2-5-(3x)+5* = —21
¢ (2z-5) =1 G (3x-5)2 = 4
va 2x-5 = #1 va s 2 S
5 Zx' =hEl 5 3% =5x2
22 x 51 :3
2 3
(=516, 5427
2 2 3 3
Fuente: elaboracion propia.
Figura 5. Caso 4
3x2+15x+18=0 ax2+bx+c=0
—18 3x2+15x = -—18 —c ax?+bx = —c
-3 (3x)2+15:3x = —54 -a (ax)?+bax = —ac
4 (6x)2+2-15-(6x) = -—216 4 (2ax)?+2b(2ax) = —4ac
225 (6x)%+2-15-(6x)+15* = 9 b? (2ax)2+2b(2ax)+b* = b*—4ac
c (6x+15)2 = 9 s (2ax+b)> = b*-4ac
Va 6x+15 = +3 vya 2ax+b = +b2-4ac
-15 6x = —15+3 ~b 2ax = -b+V/b2-4dac
16 x _ —ih=3 :2a x _ -b+y/b2-4ac
6 2a
X=_1:+3=_T12__2
g 12 3:%__3

Figura 4. Caso 2 y Caso 3

Fuente: elaboracién propia.
Si se quiere agregar, en este apartado, alguna dificultad deseable en algunos estudiantes, mas avanzados, se
puede proponer otra forma de completar cuadrados en la que aparecen numeros fraccionarios, que conlleva
mayor complejidad, como se muestra en la figura 6.
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Figura 6. Completar cuadrados con fracciones

2x*-7x+3=0 2x*-7x+3=0
_3 z L umg SFC =0
2x"-7x 2|x*-Lx|+3
2 PR o SE 49 (7\2 (72 =0
4x°-2-7-x ad 5 x2—2-zx+ i +3
16 4" \a] \a
-4 4xV-2-7-(4 = == Ea% =0
(4) k) 2|x2-2- T xs Z] 5
4" \4)| s
49 | (a4x}-2-7-(4x)+7* = 25 c 2'X_ZT_£+E = 4
( 4] 8 8
C g = 3 E
(4x—7F = 25 . X,z),é f
4) 8
v 4x-7 = %5 25 G2 25
== 2l x—— = s
8 4 8
7 4x = 745 7] A 7F . B
il T
4 X 745 va 7 5
£ X-= = =
4 4
Z a5
4 T4
=23 12 o
4 4
CF-E 21
o 2 1
4 4 2

Fuente: elaboracion propia
Con lo expuesto en los epigrafes anteriores se ha dotado al alumnado de distintos métodos de resolucion de
la ecuacion de segundo grado, donde pueden elegir segiin lo necesiten. El método explicado en este epigrafe es
adecuado para tercero de ESO.

2.4. Método Pop Shen Loh

Una vez se ha dado respuesta a todas las preguntas surgidas, se va un poco mas alld dando a conocer el trabajo de
Po Shen Loh (2019) quien ha impulsado una forma mas simple de resolver la ecuacién de segundo grado.

El nuevo enfoque es sencillo y se vincula a diferentes conocimientos previos trabajados en cursos anteriores,
las formulas de Cardano-Viete y las identidades notables.

Para ejemplificar este método se incluye la resolucion de la siguiente ecuacion: : 2x*2-7x+3=0.. El primer paso
consiste en dividir por 2 para obtener la ecuacién equivalente x*2-7/2 x+3/2=0

Como las soluciones de la ecuaciéon cumplen que su suma vale 7/2 y su producto 3/2, la clave esta en utilizar
la primera condicién de la siguiente manera: si su suma vale 7/2 entonces su media aritmética es 7/4. Como
consecuencia, ambas soluciones distan la misma cantidad u de ésta. De aqui, las soluciones de la ecuacién se
expresan como 7/4-u y 7/4+u.

A continuacion, se impone la segunda condicién y se obtiene la ecuacién de segundo grado (7/4-u)(7 /4+u)=3/2
de facil resolucién. Se guia a los estudiantes para que utilicen la misma organizacién del espacio de las figuras
anteriores con los siguientes pasos: P1 cambio de expresion con identidad notable, (7/4)*2-u”2=3/2; P2 despejar,
u”2,25/16=u”2; P3 aplicar raices a ambos lados de la igualdad, , +5/4=u..

Por dltimo, queda realizar unos sencillos calculos para obtener las soluciones:

x=7/4+5/4=12/4=3 y x=7/4-5/4=2/4=1/2.

Este método se considera adecuado para cuarto curso de ESO.

2.6. Método de la formula

La aplicacion de la formula es un método en el que se trabaja el calculo del valor numérico de una expresion. Aqui,
es importante que los estudiantes identifiquen correctamente los coeficientes de la ecuacidn. Se pueden utilizar
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unas plantillas de forma que se visualice qué permanece siempre en la férmula y qué cambia dependiendo de la
ecuacion. Las plantillas se superponen y se puede trabajar de forma manipulativa. Para hacer estas plantillas se
escribe la férmula: X=[—bi\/(b"Z-4-a-c))/(2-a)

en una hoja de papel tamafo A4. Se colorean de distinto color las letras a, b y ¢ y en otra hoja A4 se coloca la
misma férmula y se recortan las letras a, b y c. La férmula quedaria asi: x=(—i\/["2—4--))/(2').

El reconocimiento de los coeficientes de la ecuacion sirve para saber utilizar la aplicacion de las calculadoras
cientificas, como CASIO, para resolver ecuaciones, introduciendo sus coeficientes. Asimismo, se puede proponer
la comprobacion con la calculadora de las ecuaciones realizadas en el papel.

2.7. Modelizacion matematica y conexion con otras materias

La habilidad para utilizar modelos matematicos forma parte de la competencia matemadtica descrita en la
Recomendacién de la Unién Europea y del Consejo C189/1. Blum y Leif (2007) distinguen siete fases en el
proceso de modelizacién: Comprension del problema, Simplificacién/Estructuraciéon, Matematizacion, Trabajo
matematico, Interpretacién, Validacién y Exposicion. Para iniciar un proceso de modelizacién se debe proponer
una situacién en la que intervenga un problema susceptible de ser matematizado. Al resolver el problema se pone
en accion la competencia matematica y el resto de las competencias de forma transversal, unas mas que otras
dependiendo de como se dirija la tarea. La situaciéon puede ser de un contexto real o de un contexto imaginario.

Asimismo, puede estar relacionado con contenidos de otras materias donde se utiliza la funcién cuadratica: el
movimiento rectilineo uniforme acelerado, la energia cinética de un cuerpo en funcién de la velocidad, la energia
potencial elastica de un muelle en funcién de la distancia a la posicidn de equilibrio, el momento de inercia de un
cilindro macizo que gira alrededor de su eje de simetria en funcién del radio, etc.

Como ejemplo de problema de modelizacién que puede plantearse, se propone averiguar la distancia maxima
que hay desde la carretera a un punto de una estructura con forma parabédlica, suponiendo que no se puede medir
directamente.

En la guia de resolucion se proponen las siguientes preguntas:

;Qué medidas se pueden tomar?

;Donde colocamos los ejes de coordenadas?

;Conocemos algunos puntos por donde pasa la pardbola?

;Se puede plantear una ecuacién de segundo grado relacionada con el problema?
(Hay mas de una ecuaciéon?

Encuentra la funcién cuadratica que modeliza la estructura.

¢Necesitarias hacer mas mediciones?

¢;Cudles son las coordenadas del vértice?

Comprueba tu solucién con la de tus compafieros.

Para guiar al alumnado se tienen en cuenta todas las ideas expuestas por Borromeo-Ferri (2018) sobre la
modelizacién matematica. En su trabajo explica que los pasos en el ciclo de modelizacién pueden ocurrir en
distinto orden.

El problema admite varios planteamientos y la solucién aportada dependera de las estimaciones consideradas.
Pueden estimar el ancho de la carretera teniendo en cuenta que es una autovia y también se puede guiar para que
coloquen el eje horizontal en la recta que une los puntos de corte de la estructura con la carretera. El eje vertical
se puede colocar en la recta perpendicular que pasa por uno de los puntos anteriores. Una vez que se plantea una
ecuacién con soluciones en las abscisas de los puntos de corte anteriores, se podra obtener la funcién cuadratica
que corresponde. En la abscisa del punto medio de los puntos de corte, la funcién cuadratica alcanza el maximo.
Si m es la anchura de la autovia, es la ecuacién general que responde a la pregunta 4. Para determinar el valor de
a se podria medir la altura en un punto mas bajo que estuviese accesible. Este problema es adecuado para tercero
y cuarto de ESO.

RN B W

2.8. El origen, un poco de historia de las matematicas

Aprovechando la historia de las matematicas se puede integrar el desarrollo de la competencia en conciencia
y expresiones culturales aparte de comprender como se produjo un conocimiento concreto. La ecuacion de
segundo grado como un problema que ya pensaron los egipcios y los babilonios a través de enunciados cuyo
planteamiento formal se expresa con una ecuaciéon de segundo grado. Resolvieron algunas ecuaciones con
coeficientes particulares, pero no dieron con la férmula general (Boyer, 1987). El matematico indio Bhaskara II
fue el primero en deducir la férmula general en el siglo XII (Puttaswamy, 2012).

Como actividad asociada se puede proponer a los estudiantes que hagan un resumen breve de la historia de
la ecuacién de segundo grado a partir de referencias fiables aportadas por el docente. La presentaciéon admite
diferentes formatos y posibilidades. También se podrian realizar actividades con perspectiva geométrica siguiendo
el modelo desarrollado por los escribas babildnicos (Radford y Guérette, 2000). Se trata de un método grafico que
utiliza el concepto de area y que en realidad se sustenta en el método de completar cuadrados (véase la figura 7).
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Figura 7. Método geométrico babil6nico

e o o
x2 + bx -
o o o
° o—o

Fuente: elaboracion propia con Geogebra, International Geogebra Institute, 2022.

2.9. Utilizacion de la funcion cuadratica y Geogebra

La funcién cuadratica en Educaciéon Secundaria Obligatoria se representa sin necesidad de ninguna aplicaciéon
informatica a partir del estudio delos puntos de corte conlos ejes, el vértice yla observacion del signo del coeficiente
principal del polinomio. Es en el estudio de los puntos de corte con el eje X donde interviene la resolucion de una
ecuacion de segundo grado. Apoyado en la aplicacion Geogebra se pueden estudiar los tres casos posibles de tipos
de soluciones, que se convierten en seis si tenemos en cuenta el signo del coeficiente principal, es decir los casos
que se muestran en la figura 8. La practica tendria dos fases. En una primera fase se plantean seis ecuaciones:

x"2-7x+10=0; x*2-7x+15=0;-x"2+24x-140=0;

-(x-12)"2=0; (x-3,5)"2=0; -x"2+24x-145=0

Los estudiantes deben resolverlas en papel. A continuacién se pide que representen las funciones:

f(x)=x"2-7x+10; Bg(x)=x@A"2-7x+15;h(x)=-x"2+24x-140;

p(x)=-(x-12)"2; q(x)=(x-3,5)"2; j(x)=-x"2+24x%x-145

Finalmente, aplican la herramienta intersecciéon de Geogebra para establecer conclusiones sobre la relacién
entre la abscisa de los puntos de corte de la grafica con el eje X y las soluciones de las ecuaciones anteriores. Se
puede trabajar en parejas y como producto final se pide un documento que contenga los enunciados, capturas de
pantalla y las conclusiones obtenidas.

Esta actividad es adecuada para tercero y cuarto de ESO.

Figura 8. Interpretacién de los tipos de solucién de una ecuacién de segundo grado.

©r GeoGebra Classic 5
Archivo Edita Vista Opctones Herramientas Ventana Ayuda

A b@@&\“.
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® B=(50) 3
® A=(2,0)
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® D=(14,0) ;
® C=(10,0)
® p(x) = —(x—12) =
® E=(12,0)
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Fuente: elaboracion propia con Geogebra, International Geogebra Institute, 2022.
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2.10. El pensamiento computacional

En cada uno de los enfoques anteriormente tratados se ha puesto en marcha también la adquisicién y desarrollo
del pensamiento computacional, ya que se pueden considerar como tareas asociadas a este tipo de pensamiento.
Seguin Zapata (2015), existen diferentes componentes del pensamiento computacional: el analisis ascendente y
descendente, la heurisitca, el pensamiento divergente, la creatividad, la resolucién de problemas, el pensamiento
abstracto, la recursividad, la iteracion, los métodos por aproximaciones sucesivas de ensayo-error, asi como
también, los métodos colaborativos, busqueda de patrones, sinéctica y la metacognicion.

Haber desarrollado el pensamiento computacional, no solamente significa haber aprendido a programar en
un determinado lenguaje, sino que engloba haber adquirido una serie de habilidades para comprender el mundo
que nos rodea y a nosotros mismos haciendo uso de los fundamentos de la informatica. Esto conlleva saber
estructurar el pensamiento y ordenar los elementos que forman parte de un problema para conseguir resolverlo
de la forma mas eficaz.

El trabajo en papel sin y con apoyo de simulaciones y aplicaciones informaticas ayudaran a fomentar esta
forma de pensamiento. Para complementar los diferentes enfoques, se propone que los estudiantes desarrollen
un programa con Scratch (2022) que sirva para resolver ecuaciones de segundo grado dados sus coeficientes,
que podrian abordarlo estudiantes de tercero y cuarto de Educaciéon Secundaria Obligatoria. Mas atn, con la
programacion se refuerza el concepto de variable.

3. Recogida de datos
3.1 Metodologia

En este apartado se incluye un estudio descriptivo exploratorio sobre los conocimientos en torno a la ecuaciéon
de segundo grado que el alumnado de cuarto de Educacidn Secundaria ha asimilado. Se utiliz6 un disefio de tipo
exploratorio simple para llevar a cabo un estudio descriptivo.

El muestreo fue no probabilistico por conveniencia. La muestra estuvo formada por 108 estudiantes
distribuidos en grupos diferentes de dos centros de Educacidon Secundaria de Espafia que cursaban la asignatura
de Matematicas orientadas a las ensefianzas académicas en el curso 2021/22 en el segundo trimestre. El
cuestionario fue realizado de forma voluntaria en los propios centros, ya que se penso que la encuesta seria mas
objetiva si no la realizaban en casa donde podrian estar influenciados por sus familiares.

Las estrategias de ensefanza utilizadas con estos estudiantes sobre la tematica de las preguntas fueron las
clasicas recogidas en los libros de texto actuales. El instrumento utilizado fue una encuesta formada por 12
preguntas de opcidon multiple, en 10 de ellas con una tinica respuesta verdadera, con el fin de recoger informacién
sobre la utilizacién de herramientas TIC, conocimiento de la férmula para resolver una ecuacién de segundo
grado, conocimiento de otros métodos de resolucion, distincion entre ecuaciéon completa e incompleta, grado
de adquisicidn del concepto de solucién de una ecuacién de segundo grado, reconocimiento de las soluciones a
partir de las férmulas de Cardano-Viete, y cultura sobre la historia de las matematicas conseguida.

3.2. Analisis de resultados

Los datos fueron analizados con el paquete estadistico SPSS y Excel. Ademas de los estadisticos descriptivos,
también se llevd a cabo un andlisis correlacional bivariado de las variables objeto de estudio, calculando los
coeficientes de correlacion de Pearson y también los coeficientes de Rho Spearman.

3.3. Resultados

En las tablas 1, 2 y 3 se incluyen las preguntas con el nimero de estudiantes y porcentaje que contestaron esa
opcidn. Aparece en negrita la respuesta correcta.

En el andlisis de correlaciones bivariado se ha obtenido que existe una correlacién débil, con correlacién de
Pearson entre 0,3 y 0,5, entre las variables: P10 y P03, P7 y P11,y P07 y p12.

El resto de los coeficientes de correlacion de Pearson tienen valor absoluto menor a 0,3. Utilizando Rho de
Spearman se obtienen coeficientes de correlacién inferiores a 0.35 en valor absoluto para dos variables distintas.
Por tanto, no existe una correlacion fuerte entre las variables. Se observa que el mayor porcentaje de acierto esta
en la pregunta P10 sobre identificacion de ecuacién completas e incompletas.

En la tabla 1 se recogen los resultados sobre conocimientos de estrategias, formulas de Cardano-Viéte,
caracteristicas de una ecuacion de segundo grado y utilizacion de TIC.

Solamente el 31,5% conoce varios métodos de resolucién, destacando que el 37 % no recuerda otra herramienta
dada en clase que no sea la formula, junto con el 13,9 % que piensa que es el Ginico método de resolucién. La
mayoria conoce que hay una relacion entre el producto y la suma de las soluciones con la ecuacion de segundo
grado, pero solamente el 18,5 % conoce la relacién correcta.
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En los libros de texto se trabaja bastante la caracterizacidon de la ecuacion de segundo grado con ejercicios
de obtencidn de los coeficientes correspondiente al monomio de grado 2, del monomio de grado 1 y el término
independiente. Seguramente por esta razon, el 50 % sabe identificar una ecuacion de segundo grado.

Aplicaciones tales como Geogebra, Microsoft Math y Photomath estan adquiriendo mucho protagonismo
en los procesos de ensefianza-aprendizaje. Los estudiantes suelen acudir a ellas ante un bloqueo u obstaculo o
simplemente para la comprobacidon. En la tabla 1 recogemos también informacién acerca de la popularidad que
tienen estas tres aplicaciones entre los estudiantes de la muestra.

Tabla 1. Preguntas P01-P04

P02.La ecuacidn cuadratica cuyas raices

P01. ;La formula de ecuacion de sonayb es...
segundo grado es el iinico método
pararesolver ésta? % %
No, hay dos métodos distintos. 17,6% 18,5%
No lo sé. A mi solo me explicaron la 37,0% 13,9%
féormula.
No, hay varios métodos. 31,5% 7,4%
Si, es el inico método de resolucionde  13,9% 13,9%

ecuaciones de segundo grado.

46,3%
P03.Una ecuacién de segundo grado P04.;Has utilizado alguna de estas
se caracteriza por... aplicaciones para resolver ecuaciones
de segundo grado?
% %
Porque hay un término que tiene la Geogebra 31,5%
variable con exponente dos.
Porque hay una raiz cuadrada Microsoft Math. 0,9%
Porque hay una x Otros 20,4%
Tener dos respuestas, una positiva y Photomath 47,2%

otra negativa

Fuente: elaboracién propia.

La decepcidn llega cuando se comprueba que unicamente el 36,1% da la respuesta correcta a un problema de

traduccion al lenguaje algebraico y realizacion de unas operaciones sencillas en un contexto de geometria (véase
la tabla 2).

Tabla 2. Preguntas P05-P08

P05. En un rectangulo donde el % P06. El cuadrado de un niimero menos %
larﬁo es 3 unidades mayor que su 21 esigual a 100. ;De qué niimero se
ancho y su area es igual a 30. ;Cual trata?

es la ecuacion que permite calcular
los lados del rectangulo?

No responden 4,6% El nimero buscado es el 11. 38,9%
10,2% Hay dos niimeros que cumplen la 48,1%
condicionel 11y -11.
36,1% La solucidn es el nimero 79. 6,5%
16,7% No existe solucion. 6,5%
Ninguna de las anteriores. 32,4%
P07. ;Cuales son las soluciones de la % P08. ;Cuales son las soluciones de la %
ecuacion ? ecuacion (?

La tinica soluci6n es 3. 13,9% Lo puedo hacer sin aplicar la formula 3,7%
Son-3y1. 16,7% 2y4 61,1%

Son3y1. 43,5% 2y- 8,3%
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Son 3 y 1. Se deduce con la férmula 259% Las dos primeras son correctas. 26,9%
Unicamente.

Fuente: elaboracion propia.

En la pregunta 6 (P06) se recoge un problema de transcripcion directa del lenguaje cotidiano al lenguaje
algebraico y resolucion de la ecuacion. E1 13% no ha dado ninguna solucién correctay el 58,9 % no ha obtenido
la solucién negativa.

En las respuestas de las preguntas 7 y 8 (P07 y P08) se aprecia que un porcentaje elevado no conoce las
técnicas de igualar cuadrados y tampoco las de resolver una ecuaciéon de segundo grado donde el polinomio esta
factorizado. Muchos de los que han llegado a la solucién lo habran hecho sustituyendo los valores de las opciones,
es decir, a partir del valor numérico del polinomio.

En la tabla 3 se recogen los resultados sobre el recuerdo de la formula, la distincién de ecuaciones completas
e incompletas, la historia de las matematicas y la determinacién del nimero de soluciones.

Segun los resultados recogidos, el 65,7 % de los estudiantes creen recordar la férmula, sin embargo, dados
los resultados anteriores no deben recordarla muy bien o probablemente no saben cémo llegar a la ecuacién
canonica de segundo grado para poder aplicarla.

Tabla 3. Preguntas P09-P12

P09.;Recuerdas la formula para % P10. Sefiala la ecuacién de segundo %
resolver una ecuacion de segundo grado completa.
grado?
Larecuerdo, pero tengo algunaduda  25,0% 5,6%
No, no la recuerdo 9,3% 3,7%
Si, la recuerdo correctamente 65,7% 23,1%
67,6%
P11. ;Quién tuvo que ver con la formula % P12;Cuantas soluciones puede tener una
de la ecuacion de segundo grado? ecuacion de segundo grado?
Bhaskara II 26,9% Puede tener una solucion doble, dos 57,4%
distintas o ninguna.
Hardy 34,3% Tiene dos soluciones diferentes o 13,0%
ninguna solucioén.
Lagrange 28,7% Tiene siempre dos soluciones. 25,0%
Weierstrass 10,2% Tiene una tnica solucion. 4,6%

Fuente: elaboracién propia.

El hecho de la distincidn entre ecuaciéon de segundo grado completa e incompleta facilitara la eleccién del
método mas eficiente. Se observa que aproximadamente 2 de cada 3 son capaces de hacer esta distincion.

En relacion con la historia de las matematicas también estdn un poco confusos. Los libros de texto suelen
recoger alguna seccién con curiosidades matematicas, pero muchas veces no se les dedica suficiente tiempo en el
desarrollo de las unidades didacticas. Como refleja la tabla 3, el matematico Hardy es el mas elegido.

La discusién del nimero de soluciones de una ecuacién de segundo grado es uno de los tépicos que contemplan
a fondo los libros de texto. La tabla 3 indica que el 57,4 % conoce las posibles soluciones de una ecuaciéon de
segundo grado.

4. Experiencia de aula

En el tercer trimestre del curso 2021/22 se llevo al aula la propuesta explicada en el epigrafe 2.2 en grupo de
segundo de ESO. En la figura 9 se recoge la resolucidon aportada por dos estudiantes distintos. Como puede
observarse, cada estudiante realiz6 un procedimiento distinto para resolverla, segtin su propia adquisicion de lo
aprendido.
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Figura 9. Soluciones apartadas por dos estudiantes diferentes
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Fuente: elaboracién propia a partir de los escritos de dos estudiantes.

5. Conclusiones

La ecuacién de segundo grado requiere un tratamiento en el aula que va mas alla de instruir en el conocimiento
de la formula y su utilizacion, ofreciendo una muy buena oportunidad para conectar con otros contenidos en
diferentes contextos y poniendo en marcha la adquisicion de diversas competencias. Se ha tratado la ecuacién de
segundo grado desde el pensamiento computacional, el dlgebra completando cuadrados, basado en las formulas
de Cardano-Viete, con el método de la factorizacidn, la geometria apoyada en la historia de las matematicas, el
analisis matematico con la funcién cuadratica, con la conocida férmula hasta aplicaciones en la modelizacién
matematica.

Los datos obtenidos reflejan que los conocimientos sobre la ecuacion de segundo grado no se han consolidado
debidamente en la muestra estudiada. Por ello, en la propia revisién de los métodos se explica como llevar a cabo
una propuesta alineada con un aprendizaje basado en competencias. Un enfoque didactico que contemple todas
las perspectivas revisadas es claro que fomenta la adquisicion de todas las competencias clave porque de alguna
manera todas quedan implicitas. Se pone el punto de mira tanto en el proceso como en el resultado y se dan
recomendaciones sobre el curso donde se podria aplicar.

En estas propuestas, cabe destacar el punto de vista grafico que se propone a la hora de abordar las tareas,
basado en la metodologia VTS y el pensamiento visible, aportando una herramienta que ayuda a dividir un
problema en subproblemas. Ademas, siempre se proponen niveles de dificultad deseables de manera que se evita
el bloqueo de algunos estudiantes y en otros, mas avanzados, sirven para aumentar el grado de dificultad para
incentivar su motivacion. La utilizacién de las TIC permite facilitar el paso de la aritmética al dlgebra. En particular,
resulta mas sencillo trasladar conceptos como la factorizacion.

Por un lado, aprender diversas estrategias para resolver un problema aumenta la riqueza para argumentar y
tener gusto por encontrar una forma de resolucién original y elegante. De esta forma, los estudiantes aprenden
a interpretar y elegir el procedimiento aportado por aplicaciones tales como Photomath. Por otro lado, las
actividades incluidas pueden servir para disminuir el nimero de errores en algebra, al trabajar el cuadrado de
un binomio, se eliminaria el error que se comete al hacer su desarrollo. En un estudio de Ramos, Guifarro y Casas
(2021) se obtuvo que mas del 50% del alumnado de alto nivel tiene una creencia incorrecta del desarrollo del
cuadrado de un binomio.

Por su parte, la experiencia llevada a cabo en el aula para un grupo de segundo de ESO de algunas de las
actividades de la propuesta didactica planteada da pie a conjeturar que serd viable para otros grupos de
estudiantes con caracteristicas similares, ya que ha tenido muy buena acogida por parte del alumnado y se han
obtenido los resultados esperados.

Esta nueva perspectiva de trabajo que se propone puede ser aplicada a otros saberes basicos del curriculo.
Es relativamente facil encontrar multiples recursos en internet, sin embargo, no lo es, encontrar guias didacticas
que conecten estos recursos con el establecimiento curricular de la normativa. Asimismo, la muestra de
alumnado estudiada presenta lagunas en el tépico de la ecuacidon de segundo grado y es posible que también
ocurra lo mismo en otros grupos y con otros conceptos matematicos. Harian falta mas estudios para determinar
exactamente el problema que subyace. Se podria llevar al aula la totalidad de la propuesta en distintos niveles y
registrar los resultados obtenidos y los puntos tanto positivos como negativos. En definitiva, se deberian hacer
mas investigaciones sobre propuestas didacticas de matematicas en un marco competencial que no se cifian
simplemente a las aplicaciones o a partes anecddticas de proyectos interdisciplinares, poniendo el valor de las
matematicas en el desarrollo del pensamiento.
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